Metocdy prognozowania:

Reagresja liniowa 1 nieliniowsz)

Dr inz. Sebastian Skoczypiec

Definicja: Probg (ang. sample) nazywamy skonczony
podzbidr populacji, ktéry poddajemy badaniu ze
wzgledu na interesujaca nas ceche.

Przyktady:

m populacja: przedsiebiorstwa zarejestrowane
w Polsce, proba: przedsiebiorstwa wojewddztwa
kujawsko-pomorskiego,

m populacja: przedsiebiorstwa wojewddztwa
kujawsko-pomorskiego, préba: wybrane 20
przedsiebiorstw.




Préba powinna reprezentowaé populacje w tym sensie,
ze czestos¢ wystepowania kazdej z badanych cech

w prébie nie powinna sie rézni¢ od czestosci
wystepowania tej cechy w catej populacji.

Préby obcigzone — uzyskiwane np. przez wywiad
telefoniczny, czy ankietowe badania internetowe.

m Proba losowa prosta — kazdy element populacji ma
jednakowa szanse znalezienia sie w probie (umiemy
okresli¢ liczbowo jaka to szansa), wybierana
najczesciej z uzyciem liczb losowych.

m Proba systematyczna — ze spisu elementéw
populacji wybieramy co n-ty.

m Proba kwotowa — czesta w badaniach rynku,
ankieter wybiera dowolne osoby posiadajace
okreslone cechy np. 5 mezczyzn powyzej 60. roku
zycia (dowolnych), 2 gospodynie domowe
(dowolne), 3 studentki (dowolne) itp.




m Statystyka opisowa (ang. descriptive statistics)
zajmuje sie prezentacja danych w postaci tabel,
diagramoéw i charakterystyk liczbowych.

m Statystyka matematyczna (ang. mathematical lub
inductive statistics) zajmuje sie wnioskowaniem
o wiasnosciach populacji na podstawie wiasnosci
prébki przy dopuszczeniu pewnego poziomu btedu,
w oparciu o twierdzenia rachunku
prawdopodobienstwa.

Miary tendencji centralnej

Oznaczenia:
m N — liczebnos¢ probki,
w1y, ro,. ..,y — Obserwacje,

W), L), . - . I(v) — Obserwacje ustawione
niemalejaco.

Miary tendencji centralne;j:
m srednia (ang. mean),
m mediana (ang. median),
m moda, inaczej dominanta (ang. mode).
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Srednia podajemy z doktadno$cia o 1 wieksza niz dane.

T =

m Suma odchylen wszystkich wartosci zmiennej od
sredniej jest rowna 0.

m Suma kwadratow odchylen wartosci zmiennej od
pewnej liczby « jest najmniejsza dla a bedacego
srednig.

m Zalety:

m Moze by¢ wykorzystywana w dalszych
obliczeniach statystycznych.

m Jest najmniej] podatna na btad jako przyblizenie
sredniej dla catej populacji.
m Wady:
m Wrazliwa na nienormalnie duze lub nienormalnie
mate wartosci skrajne.

m W przypadku rozktadow dwu- i wielomodalnych
bywa mylaca.




m Przyktad 1.
12,36,18,25,24, 11,39, 11,29, 35.

Srednia podanych liczb to 24, 0.

m W dowecipie rysunkowym robotnik mowi do

dziennikarki: Srednio rocznie w naszej firmie zarabia
sie 100000 zf. Prezes zarabia milion, a hasza
dziesigtka po 10 000.

1000000 +10-10000 1100000

= = 100 000.
11 11

Mediana

m Wartos¢ srodkowa. Jesli V jest nieparzyste, to
mediang jest ' ((v41)/2), @ jesli parzyste, to
J‘(N/ﬂ)+if’)((w‘/2)—1> ]

m Suma odchylen bezwzglednych od mediany jest
mniejsza niz suma takich odchylen od jakiejkolwiek
innej liczby.

m W celu obliczenia mediany dane z przyktadu 1.
porzadkujemy:

11,11, 12,18, 24, 25,29, 35, 36, 39.




m Zalety:
m tatwa do zrozumienia.
m Nie ulega deformacji ze wzgledu na nienormalnie
duze lub nienormalnie mate wartosci skrajne.
= Wady:

= Nie moze by¢ wykorzystywana w dalszych
obliczeniach statystycznych.

m Dla matych zbioréw danych, o pewnej szczegdlnej
postaci, nie jest dobrg charakterystyka tendencji
centralnej (np. mediang dla 5, 5, 5, 9, 10 jest 5).

Miary rozproszenia

m Rozstep (ang. range) R = 700 — Toin-
m Kwantyle(ang. quantiles):
m kwartyle (ang. quartiles),
mdecyle (ang. deciles) — Sir Francis Galton (1882),
m percentyle (ang. percentiles) — Sir Francis
Galton (1885).

m Odchylenie standardowe (ang. standard deviation)
— Karl Pearson (1893).




Odchylenie standardowe
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W przypadku, gdy zgromadzone dane traktujemy jako
dane catej populacji, odchylenie standardowe
obliczamy, dzielac powyzsze sumy przez N. Jesli
natomiast analizujemy prébke i otrzymane odchylenie
standardowe ma by¢ przyblizeniem odchylenia
standardowego w cate] populacji, nalezy dzieli¢ przez
N — 1 (tak licza programy statystyczne). Zapobiega to
obcigzeniu tego przyblizenia (estymatora).

z $ (ry — T2+ ...+ (on — T)?

Wiasnosci odchylenia
standardowego

m Jezeli do wszystkich wartosci zmiennej dodamy
pewna wartosé stalg, to odchylenie standardowe nie
Zmienia sie.

m Jezeli wszystkie wartosci zmiennej pomnozymy
przez pewna liczbe, to odchylenie standardowe
réwniez zostanie pomnozone przez tg liczbe.

m Odchylenie standardowe moze nie by¢ dobrg miarg
rozproszenia, gdy zmienna przyjmuje kilka wartosci
bardzo oddalonych od reszty lub gdy rozktad jest
mocno skosny.




Zmienna losowa

Zmienna losowa X - zmienna, ktéra w wyniku pewnego
doswiadczenia przyjmuje z pewnym prawdopodobienstwem
wartosc z okreslonego zbioru

Zmienna losowa X - nazywamy dyskretna (skokowa),
jezeli zbior wartosci zmiennej X jest zbiorem skonczonym
lub przeliczalnym (ciag liczbowy).

Zmienng losowa X - nazywamy ciagla, jezeli zbior
wartosci zmiennej X mozna przedstawic jako przedziat
liczbowy.

Zmienna losowa skokowa

Rozktadem zmiennej losowej skokowej (funkcjg rozkfadu
prawdopodobienstwa) nazywamy funkcje prawdopodobienstwa, ktora
kazdej realizacji zmiennej X przyporzadkowuje okreslone
prawdopodobienstwo:

P(X=x)=p
dla pi>=0
gdzie: P(X=xi) - prawdopodobieAstwo, ze zmienna X przyjmie wartosc¢ xi,

Dystrybuantg zmiennej losowej X nazywamy funkcje F(x) dla wszystkich
liczb rzeczywistych o postaci

0 dla x<x
FO=P(X<x)=)p p dlaxsx<x,

=X FX=p+p, dlax,sx<x

1 dlaxzx_,




Zmienna losowa ciggta

Funkcjg gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej
ciagtej nazywamy funkcje f(x), okreslong na zbiorze liczb
rzeczywistych, spetniajacq warunki:

f(x)=0 Tf(x)dsz(asXsb):P(a<X<b)
dla dla dowolnych a < b

Xp=1 [f(9ax=1 ff(x)dx:l P(X=a)=0

Dystrybuantg zmiennej losowej X ciagtej nazwyamy funkcje:

F(X)=P(X<x)= Jx'f(t)dt POX<x)=F(x)
- P(Xz <X< X3) = F(X3)_ F(Xz)

P(X >x,)=1-F(x,)

Zmienna losowa X (ciagla) ma rozklad normalny z parametrami #77 i G
jesli jej funkcja gestosci jest okreslona wzorem:

7(,\‘7177 )2

(o1 -
f(x)_ G,\/EC dla -0 <x <+

Wykres tej funkeji pokazuje rysunek:

m

Rozklad zmiennej losowej X ma nastepujace parametry:
E(X)=m
7(X)=c

wartosc oczekiwana

odchylenie standardowe




Rozklad chi-kwadrat (rozklad xz)

Danych jest K ciaglych zmiennych losowych o rozkladzie normalnym z
wartoscia oczekiwang 0 i odchyleniem standardowym 1, tj. kazda zmienna

X;: N(O;1) (=12, ... .k).

p:
Zdefiniujemy nowa zmienna losowa o nazwie chi-kwadrat (x ):
2 2 2 2
v =X+ A et X
Rozklad tak zdefiniowanej zmiennej 'X, NAZYWAIY
rozkladem zmiennej losowej chi-kwadrat o k stopniach swobody.

Typowy wykres funkeji gestosci (dla k>2) pokazuje rysunek:

Rozklad t- Studenta

Dana s dwie zmienne losowe:
1. zmienna losowa U:N(0;1) oraz

2
2. zmienna losowa x o k stopniach swobody

Zdefininjemy nowa zmienna losowyq postaci:

i :L\/Z

Rozklad tak zdefiniowanej zmiennej Tk nazywamy

rozkladem zmiennej losowej t-Studenta o k stopniach swobody.
Wrykres funkcji gestosci pokazuje rysunek:




Wprowadzenie
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Wprowadzenie

Korelacja:

rodzaj zaleznosci pomiedzy zmiennymi losowymi, z ktérych kazda
wyznaczona jest przez pewng ceche, ze wzgledu na ktérg bada
sie dano populacje.

Regresja:
sprowadzenie zagadnienia wspétzaleznosci zmiennych losowych
do zaleznosci funkcyjnej.

Na podstawie wynikéw badar doswiadczalnych wyznacza sie zaleznos¢ pomiedzy
zmiennymi losowymi, najczesciej w formie tzw. réwnania regresji, ktére przedstawia
charakter zwigzkéw pomiedzy czynnikami wejSciowymi i wynikowymi.

Z matematycznego punktu widzenia, regresja nazywamy dowolng metode
statystyczng pozwalajacq estymowal warunkowq warto$¢ oczekiwang zmiennej
losowej, zwanej zmienna objasniana, dla zadanych wartosci innej zmiennej lub
wektora zmiennych losowych (tzw. zmiennych objasniajacych).




Regresja

Definicja: Regresjg nazywamy wyrazenie zaleznosci
wartosci jednej zmiennej od drugiej w postaci pewnej
prostej funkcji z dopuszczeniem ewentualnych
odstepstw. Pierwsze wyniki: Sir Francis Galton
Regression towards Mediocrity in Hereditary Stature
(Regresja w badaniach nad dziedziczeniem niskiego
wzrostu), 1885 r. Teoria zostata pozniej rozwinieta
przez Karla Pearsona.

Wprowadzenie
Opis zaleznosci cechy Y od cechy X (regresji cechy Y wzgledem cechy X)

— terminologia

cecha X : objasniajaca, opisujaca, niezalezna

cecha Y : objasniana, opisywana, zalezna
W zapisie formalnym model przybiera postac:
Y=fX)+ec Iub Y=FfX+g,p)+c¢

gdzie: X - wektor zmiennych objasniajgcych
Y — zmienna objasniana
B - wektor wspdtczynnikéw regresji
f(X,B) — funkcja regresji
& & - btad losowy




Wprowadzenie

Celem konstrukcji modelu jest przyblizenie nieznanej funkcji f
przez jej estymator. Sprowadza sie to do takiego wyznaczenia
wektora wspdtczynnikdw B, aby zminimalizowac w zbiorze
uczacym funkcje straty.

L(f, f) = f(A(a,b))

Zwykle jako miare bteddw stosuje sie sume kwadratéw réznic
(btedow regresiji):

A(a,b) = A(a-b)?
wowczas obliczenia sg najprostsze - dopasowanie modelu

sprowadza sie do zastosowania prostej matematycznie metody
najmniejszych kwadratow (MNK).

8 - kL b
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h * h a) przyktadowe
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1. ° 21 b) interpolacja
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8= 8 = c) interpolacja
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d) aproksymacja
liniowa




INTERPOLACJA LINIOWA
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ji(x)fyo:\] Yo
x—x, X — X,
1=
f(x) =y, + 2 (x—x,) (1.1)
A =X

Podsumowanie: interpolacja polegala na sformulowaniu réwnania, ktére
bedzie przechodzi¢ przez wszystkie znane punkty. Jezeli dane (punkty)
wyznaczone sa z bledami (a takimi zazwyczaj sa dane pomiarowe) takie
postepowanie prowadzi do sfalszowania obrazu.
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Zbiér siedmiu punktow oraz interpolacja wielomianem (6 stopnia) oraz
aproksymacja prosta




Badamy jednostki statystyczne pod katem dwoch réznych
cech - cechy X oraz cechy Y.
Pytanie jakie sobie stawiamy to:
czy istnieje zaleznos¢ pomiedzy cecha Xicecha Y ?
Jezeli taka zaleznos¢ istnieje, to poszukujemy odpowiedzi na
kolejne pytania:
e jaki jest charakter tej zaleznosci oraz

e jaka jest jej sila ?

Zaleznos¢ korelacvina pomiedzy cechami XiY
charakteryzuje si¢ tym, ze wartosciom jednej cechy
sa przyporzadkowane scisle okreslone wartosci
Srednie drugiej cechy.

Korelacyjny wykres rozrzutu
KORELOGRAM

Jezeli obie cechy X i Y sa mierzalne, to analize zaleznos$ci
rozpoczynamy od sporzadzenia korelogrmamu.

Korelogram jest to wykres punktowy par { (x;, ) }.

(Excel nazywa taki wykres: ,,wykresem XY”).

W kartezjanskim ukladzie wspolrzednych xOy pary te odpowiadaja
punktom o wspolrzednych

(xlayl )a(xzayz)n”':(xnayn)




PRZYKLADY Korelogramow (kazdy punict oznaczono x)

(a) (b)
y A
yA4 .
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Jezeli otrzymamy bezladnv zbiér punktow,

ktory nie przypomina ksztaltem wykresu znanego zwiazku
funkcyjnego, to powiemy ze pomiedzy cechami X i Y nie ma
zaleznosci. Ilustruje to rvsunek (a).

Na rysunku (b) widag¢, zZe smuga punktow uklada sie w ksztalt
paraboli. Powiemy zatem, Ze istnieje zaleznos$¢ pomiedzy

cechami X i Y i jest to zwiazek nieliniowy; zaleznos¢
nieliniowa.

Na rysunkach (c) i (d) smuga punktow uklada si¢ wzdluz linii
prostej. Powiemy zatem, Ze istnieje zaleznos¢ pomiedzy
cechami X i Y i jest to zwigzek liniowy; zaleznos¢ liniowa.




Rysunki (e) i (f) ilustruja przypadki bledow we wnioskowaniu
o zaleznosci cech X i 'Y na podstawie korelogramu.

Rysunek (e) — za malo danvch. Zebrano dane (punkty
obwiedzione kwadratem) i z korelogramu wynika brak
zaleznosci. W rzeczywistosci jest zaleznos¢ liniowa.

Rysunek (f) — nietvpowe dane. Trzy ostatnie punkty
(odseparowane) to dane nietvpowe. Sugeruja zaleznos¢
nieliniowa (parabola). Po odrzuceniu tych nietypowych
informacji widac, Ze jest wyrazna zaleznos¢ liniowa.

’ (e) (03]
}"[‘ x XX y/h
x ¥ x x
xx‘{"\:x‘( x-“x &
s |8 xX ¥ x
g X gl % K
® x x X
x* x X
= X
N

N
H
N

Pomiar KIERUNKU i SILY zaleznosci liniowej
Szeregi szczegolowe

WSPOLCZYNNIK KORELACJI (pearsona)

Wspélczynnik korelacji (Pearsona) Fy, obliczamy dla cech
ilosciowych wg nastepujacego wzoru:

C(X,Y)

o =T
S8 v
gdzie:

C(X.Y) — Kowariancja pomiedzy cechami XiY
Sy (5;) — odchylenie standardowe cechy X (cechy Y)




Kowariancja jest kluczowym parametrem rozkladu dwoch cech w
badaniu zaleZnosci cech ilosciowych X i Y. Wylicza sie ja wg
nastepujacego wzoru (dla szeregu(6w) szczegélowego):

(X 1) =13 (3, ~ %Ny, - 7)

n i

Wspolczynnik korelacji (Pearsona) Iy, spelnia zawsze warunek:

=15 =l

Wspolezynnik korelacji (Pearsona) jest miary symetryczng, tzn.

}.‘(]' - }_w

Wspolzaleznos¢ dodatnia - rxy=-0,96
g y=hx+a
W 5
2 W
E 4 Y Ia'd
i Y o e e e e e e e -
P 3
m
_-E 2 _Fﬁﬂmﬁ\r-&ndﬂﬁ?
2, b=tg(a) R? = 09297
g D T T T T
39 4.2 4.5 4.8 54 54
% biatka - 1 miesiagc




Brak zaleznosci - rxy=-0,01
54
-

. 53 * L Y
o

52
z * * *
o= gy 5.1 - - r
N
2 -g 5 * & 0' & *
=
L. 40 * y=2E 05% + 5,1062
= . RB? = 0.0002

47 T T T T T T T

0 50 100 150 200 250 300 aso 400
mi mieka w 1 miesiacu
Zaleznosé ujemna - rxy=-0,57

& 54
@
E 53 * * +
o™ 5.2
[} - -
55 : T—
¥ a0 v = 0.0647% = 55866
L RZ - g 4434
T Al RE=04131
& 47

-] 49 39 %] 7.9 8, 29

“%tluszczu - 2" mies.

I'zy

I'y = jestliczba niemianowana. przyjonijaca wartosci od -1 do+1.
=-1lub +1 calkowita zaleznos¢ cech XiY
', = 0 brak jakiejkolwiek zaleznosci

W statystyce stopienl zaleFnosci miedzy cechami moZna wyrazic wg nastepujace] skali:

Skala Stanisza
;=0 zmiemme nie 53 skorelowane
D <5, =01 korelacja nikia
01<r,< 03 korelacja slaba
03=r, =05 korelacja przecigina
05<n, <07 korelacja wysoka
07<r, <09 korelacja bardzo wysoka
09<r,=1 korelacja prawie pewna
Skala Guillforda
Przedzial Zaleimoié Wipdlczynnik
0.00+0.20 Slaba Prawie nic nieznaczacy
£0,20:040 Niska Whrana, ale slaba
+0.40:0 70 Umiarkowana Bzeczywisty
+0.70::0.00 Wysoka Znaczay
+0.90+1.00 Bardzo wysoka Pewny




Znak wspélezynnika F'yy m6éwi nam o Kierunku zaleznosci. I tak:
o znak plus — zaleznos¢ liniowa dodatnia, tzn. wraz ze wzrostem
wartosci jednej cechy rosng srednie wartosci drugiej z cech,
o znak minus — zaleznos¢ liniowa ujemna, tzn. wraz ze wzrostem
wartosci jednej cechy maleja Srednie wartosci drugiej z cech.

Wartos¢ bezwzgledna wspélezynnika korelacji, czyli [Fyl,

mowi nam o sile zaleznos$ci. Jezeli warto$é bezwzgledna [y, [:
* jest mniejsza od 0,2, to praktycznie brak zwiazku liniowego
pomiedzy badanymi cechami,

e 0,2 - 0,4 -zaleznos¢ liniowa wyrazna, lecz niska,

e 04— 0,7 - zaleznos¢ liniowa umiarkowana,

* 0,7-0,9 -zaleznos¢ liniowa znaczaca,

* powyZej 0,9 - zalezno$¢ liniowa bardzo silna.
PRZYKLAD 1

W grupie 7 studentéw badano zaleznos¢ pomigedzy ocena z egzaminu ze

statystyki (Y), a liczba dni poswieconych na nauke (X).
ar ocena liczba dni
z egiaminu nauki
studenta
&3] (63)
i Yi X;
1 2,0 s
2 2,5 13
3
3 2.5 16 Sporzadzamy Korelogram.
4 4,0 28 N .
5 5,0 42 60
6 3,0 16
7 2,0 6 &0 *
£ *
= 30 .
] LI ]
S 20 [}
1,0
0,0 4 T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
dni nauki (X)

Wida¢ tutaj wyraina zaleznos¢ liniowa (dodatnia).

Obliczamy wspolczynnik Korelacji (Pearsona).

UWAGA ! Liczebnos< populacji jest mala (#=7). Uzyjemy tak malego
przyvkladu tylko dlatego, aby sprawnie zilustrowa¢ procedure liczenia.




Obliczanie srednich, wariancji oraz kowariancji.

(1) (2) [£))] _ (4) (5) (6) (7) (B)
i i xi | =3 (x5 =F) | @@ | G | @)
1 2,0 5
2 2.5 13
3 25 16
4 4.0 28 1.0 10 1.00 100 10,0
5 5,0 42 2,0 24 4,00 576 48,0
6 3.0 16 0,0 -2 0,00 4 0.0
7 2,0 6 -1,0 12 1,00 144 12,0
ragem X X
_ 126 _ 21
n=7  T=—=18 y=T7-=3
7 7
- 1022 7,5
5. =——=146 52 =-—2=1,07
7 7
s, =146 =12,08 s, =4/1,07=1,03
. 86,5
C(X, Y ): =12,36

Wspalczynnik korelacji (Pearsona) wynosi dla danych z przyvkiadu 1:

- C(X,Y) _ 1236 +0.993
h S8, 12,08 x1,03




INTERPRETACJA
W badanej grupie studentéw wystapila bardzo silna dodatnia
(znak plus) zaleznos¢ liniowa pomiedzy czasem nauki

(cecha X), a uzyskana ocenq z egzaminu (cecha Y).
Oznacza to, Ze WIraz zZe wzrostem czasu poswigconego na nauke rosla w tej
grupie uzyskiwana ocena.

WSPOLCZYNNIK KORELACJI RANG

(Spearmana)

Wspdlezynnik korelacji rang (Spearmana) I"g uzywamy w
przypadku gdy:

1. cho¢ jedna z badanych cech jest cechq jakosSciowa
(niemierzalna), ale istnieje mozliwos¢ uporzadkowania
(ponumerowania) wariantow kazdej z cech;

2. cechy maja charakter jlosciowy (mierzalny), ale liczebnos¢
zbiorowosci jest mala (n<30).

Numery jakie nadajemy wariantom cech nosza nazwe rang.

Wspolezynnik korelacji rang (Spearmana) I's wyznaczamy

Wwg nastepujacego wzoru:
n
2
6 x E d;
=1

re=1- >
nln® —1

a',- —réznica pomi¢dzy rangami dla cechy X i cechy Y




Wspdlczynnik korelacji rang (Spearmana) g spelnia zawsze

warunek:

INTERPRETACJA
Analogiczna jak dla wspoélezynnika korelacji (Pearsona).

—1<r <1

TABLICA KORELACYJNA

Schemat tablicy korelacyjnej

Warianty Warianty cechy Y (razem)

cechy X )
) V1 i Ve e
Xy Hjj iz . s Nie
) /57 153 s e
X, 1, n,; Hys H,e

(razem)

1aj Nag a2 Hlas n




Oznaczenia:
1tj; - liczba jednostek, ktora charakteryzuje sie wartoscia x; cechy X oraz
wartoscia yj cechy Y

Hje - liczba jednostek, ktora charakteryzuje sie wartoscia x; cechy X

5
n, = Z n,
7=l

flej - liczba jednostek, ktora charakteryzuje sie wartoscia ; cechy Y

n,=Yn,
=1

It - liczebnosc populacji

»

5 L 5
i=l =l

i=1 j=I

PRZYKLAD 3

Podobnie jak w przykladzie 1 zbadamy zaleznos¢ pomiedzy czasem
nauki (X), a uzyskana ocena (Y).
W tablicy Korelacvjnej zestawiono informacje o 400 studentach (n=400).

Ocena Czas nauki (X) w dniach Tie
) 0-7 | 7-14 [14-21|21-28
2 80
3 10 80
3,5 60 10
4 20 30
4,5 50 10
5 50
Hej




Obliczamy osobno dla kazdej z cech: Srednie, wariancje i
odchylenia standardowe.

Ocena Czas nauki (X) (@) . (b) (f) (f.l)
(Y) 0-7 |7-14|14-21|21-28] ma | "7 |37 |(D)*D)|(©)*(a)
2
3.5
4 200 0,5 | 025 | 125
45 270 | 1 1 60
5 250 | 1,5 | 2,25 [ 1125
?‘-‘.J; X X
X 175 | 245 | = | = | x x x
X 1575 | 1470 x | x x x
X=X 4,9 11,9 X X x X x
\t; —xf 2401 (14161 x | x | x x N
(&, =% n, 21609 | 8496,6 x x x x

n =400

_ 1395
52@21236 3,..-:_:3,5
400 400
¢ 18816 4004 ¢ =389 og
- "~ 7400

5. =+/47,04 = 6,86 s, =4/0,97 =0,98




Przechodzimy do obliczania kowariancji C(X,Y).

Na poczatek policzymy wszystkie iloczyny A_.-" —X J J',‘ B J)
X.—X
Yi—) 9.1 2.1 4.9 11,9
-1,5
' 0 0 0 0
0,5 -4,55 -1,05 245 5,95
1 9.1 22,1 4.9 11,9
1.5 -13.65 -3.15 7.35 17.85
Wrykorzystamy tabele poczatkowa:
Czas nauki (X) w dniach
Ocena (Y) 45 7-14 14-21 21-28
2 80 0 1] 0
3 10 50 0 0
3.5 0 60 10 0
4 0 20 30 0
4,5 0 0 50 10
5 0 0 0 50
i policzymy wszystkie iloczyny ('\ A XJ (o J )Hf}"
_ '\ — razem
V. —V
i -9.1 -2,1 4.9 11.9
-1.5
-0.5
0 0 0 0
0,5 0 -21 73,5 0
1 0 0 245 119
1.5 0 0 0 8921.5
razem




Zatem kowariancja wynosi:

C(x,¥)= 25305

=6,33

Wspdlczynnik korelacji (Pearsona) wynosi dla danych
z przykladu 3:

_C(x,Y) 633

r,= = =+0,942
: S, 6,86x 0,98
INTERPRETACJA

W badanej grupie 400 studentow wystapila bardzo silna
dodatnia (znak plus) zaleznos¢ liniowa pomiedzy czasem
nauki (cecha X), a uzyskana ocena z egzaminu (cecha Y).

Inne miary zaleznosci
wyliczalne na podstawie tablicv korelacvinej

Obok wspalczynnika Korelacji Persona stosowane sa inne miary zaleinosci
pomiedzy cecha Y i cecha X. Sa to:

+ Stosunek korelacji (€,)

-
+ Miary oparte na chi-kwadrat ()




Stosunek korelacji

+ Miara ta jest oparta na spostrzezeniu, ze przy braku zaleznosci Srednie
poziomy cechy Y wewnatrz grup (klas) pokrywaja sie ze srednia ogdlna
cechy Y.

* Miara ta spelnia warunki

O<e <1

}"l\l g el'l‘.\.'

* Warunkiem policzenia stosunku Korelacji jest mierzalnosc cechy Y.
* Jest to miara zalecana w przypadku badania zaleZnosci dla zwiazkaw
nieliniowych.

osun

®

k korelacyjny

0).
=

Wspotczynnik korelacji r nie jest czuty na zaleznosci
krzywoliniowe.

Gdy zalezno$¢ miedzy dwoma zmiennymi jest nieliniowa,
wowczas miara koncentracji wynikdw pomiaréow wzgledem
krzywej regresji moze by¢ tzw. stosunek korelacyjny:

2
k
D (m-2sfy,
=1

(n-0sj

Ny = 1-

gdzie: k - liczba przedziatow, Sfly,- - wariancja dla j przedziatu,
m; - ilos¢ punktéw w j przedziale




®

osun

().
=

k korelacyjny

Stosunek korelacyjny: okresla stosunek pomiedzy dwoma
zmiennymi, ktérych zaleznos¢ przyczynowo skutkowa jest
okreslona (x zalezy od v).

Jezeli zalezno$¢ ta nie jest znana to nalezy okreslic n,,, .

Nyy = 0: brak koleralcji migdzy badanymi zmiennymi (tzn. brak
zaleznosci zmiennej y od x)

1: zaleznos$¢ pomiedzy x i y jest funkcyjna

Nxiy

Nely = fx)y: 2aleznosc liniowa

aw

] FRg— o -y = 5
Charakter relacji
Wspéiczynnik Stosunek Zaleznos¢ miedzy
korelacji liniowej korelacji zmiennymi xiy

I‘x]y=il - funkeyjna liniowa
_ _ funkcja
r><Iy_0 Ir]XIy_j' krzywoliniowa
rx[y=0 an:O brak korelacji
_ korelacja
r><Iy_0 Niy < 1 krzywoliniowa
e : dokiadna korelacja
xly = xiy liniowa
[y >0 Nypy<1 korelacja liniowa




Rozwazymy tylko przypadek zaleZnosci liniowej dla regresji prostej.
Narzedziem bedzie zatem funkcja regresji postaci:

P=ax+b

in’ - teorefyczna wartos¢ zmiennej zaleinej (Y)
X 1 - empiryczna wartosc zmiennej niezaleznej (X)
(I —wspaolczvnnik regresiji (wspolczyvnnik kierunkowy)
INTERPRETACJA: jezeli wartosc zmiennej niezaleznej X
wzrosnie o jednostke, to wartos¢ zmiennej zaleznej Y :

* wzrosnie (jezeli a=0) o |a| jednostek Iub

* spadnie (jezeli a=0) o |a| jednostek.

b_ wyraz wolny
INTERPRETACJA: staly poziom wartosci zmiennej zaleznej Y niezalezny
od zmian wartosci zmiennej niezaleznej X.

APROKSYMACJA - REGRESJA LINIOWA

Cheemy narysowaé prosta, ktoéra ma jak najlepiej odwzorowaé dany zbior
punktow (obserwacii).
Przyjmujemy rownanie prostej:

y=a,+ax+e (1.13)
gdzie e jest bledem pomiedzy przyjetym , 4
rownaniem prostej a danym punktem. ’
W celu dopasowania jak najlepszego
rownani (wspolezynmki a, 1 a;) bedziemy
minimalizowali sume bleddéw e.

Mozemy to zrobié nastepujaco:

n n
2&=2 (3 -a-ax)
i=1 i=1

gdzie » jest liczba punktow.

Punkt $rodkowy

L Aal




Estymacja parametrow modelu (2)

)

gdzie (y;, X; oznacza elementy préby losowej.

D)

Estymacja parametrow modelu (3)

Kazdg obserwacje empiryczng mozna zapisac jako:
Yi= b+ a-x +&.

Problem estymacji sprowadza sie do wyznaczenia miniumum
funkcji s danej wzorem.

n

s(a,b) Z Z [y, - (b+ax)]




Estymacja parametrow modelu (4)

Funkcja s jest funkcjg dwoch niewiadomych (a i b), aby znalez¢
minimum tej funkcji musimy wyznaczy¢ pochodne czgstkowe
funkcji s wzgledem obu niewiadomych:

Sp=-2) (¥ ~b-alk)

i=1

Sa=-2) %y ~b-alk)

i=1

i przyréwnac te pochodne do zera.

stymacja parametr ow modelu (5)

m

Otrzymujemy uktad réwnan postaci:
>.(y -b-41x) =0
i=1
2% (y,~b-am)=0
i=1

Rozwigzujgc mamy:
n

(Y =X —X) covxy

i(& -X)?

cov xy (kowariancja ) - liczba okreslajgca zaleznosc liniowa miedzy zmiennymi losowymi X i y.
var x (wariancja) — miara zmiennosci zwigzana ze zréznicowaniem zbioru

b=y-alX

=%
varx




e Przyklad 1.4
Wyznacz prosta aproksymujaca dane z dwoch pierwszych kolumn tabeli

Xi Yi
1.0 0.5
2.0 2.5
3.0 2.0
4.0 4.0
5.0 3.5
6.0 6.0
7.0 5.5

Rozwiazanie:

Obliczamy kolejno:

n=71, > xy, =119.5. > 7 =140

s
g, =4, ;:?:3 428571429
g
g = JA199) 28R _ 039985714
7(140)— 28°

a, =3.428571429—-0.839285714(4) = 0.07142857
Ostateczne rownanie proste] uzyskane metoda najmniejszvch kwadratow:
y=0.07142857 +0.839285714x

f e




REGRESJA LINIOWA - BLEDY OBLICZEN
Metoda najmmiejszych kwadratéw wyznacza rownanie proste] w  sposéb
Jednoznaczny.
Poszukujemy dodatkowych wlasnosci wyznaczonego réwnania.
Wracamy do réwnania bleddw:
Sf':ZQSZZ(J’ffaO*QH} 3 (1.19)
=] =
Wyrazenie (v, —a, —a,x,) jest odlegloscia pomiedzy punktem z doswiadczenia

(np. pomiarem) a punktem na proste] regresji (rysunek ponizej).
VA

Yi

a, +ax,

Zauwazmy ponadto, ze:
1) rozproszenie punktéw danych jest podobne w calym zakresie,
2) to rozproszenie moze by¢ opisane rozkladem normalnym

Wtedy mozemy wykorzysta¢ znane wzory z rachunku prawdopodobienstwa.

Odchylenie standardowe (standardowy blad) linu regresji mozna wyznaczy¢
nastepujaco

(1.20)

H—L

Oznaczenie S, oznacza, ze blad dotyczy przewidywane] wartosci y dla danej

"
wartosel x.

W mianowniku mamy (» —2), gdyz do wyznaczenia S, wykorzystywalismy dwa
parametry a, 1 a,.

Ponadto zauwazmy, ze nie istnieje ,rozproszenie danych” dookola proste
poprowadzone] przez dwa punkty. A wige po wstawieniu # =2 mamy dzielenie
przez 0.




Pordwnanie rozproszenia (rozkladu)

A 4

Powinnismy takze poroéwnaé jako$é naszego dopasowania krzywej, ktére np.
bedzie rozne dla roznych danych opisanych ta sama prosta regresji (rysunek).

Ocena dopasowania funkcji regresji
do danych empirycznych

Problem oceny dopasowania byl juz czesciowo omawiany (wyklad 6) przy okazji
analitycznego wygladzania szeregu czasowego za pomoci liniowej funkcji trendu.

Podstawowymi miarami ,,dobroci” dopasowania linii regresji do danych
empirycznych sa:
2 s s b
* wspalezynnik zbieznosci (P )

* wspdlczynnik determinacji &R
* Sredni blad szacunku (pierwiastek z tzw. wariancji resztowej)

2
Wspaolczynnik zbieinosci (Q ):
' —\2 : D<o’ <]
2 (.‘!f _.1-) gdzie =@ =

=l

2
Im @ jest blizszy 0, tvin dopasowanie jest lepsze.




2
Wspolczyvnnik determinaciji [R ):

R*=1-0"  gazie 0<R* <1

Przy zaleinosci liniowej mozna go wyznaczye rowniez jako:
2 2 2 .2
R =r] R =r,

Xy Iub

2
Im R jest blizszy 1. tym dopasowanie jest lepsze.

Sredni blad szacunku (Se):

gdzie:
k — liczba szacowanyvch parametrow funkcji regresji

(tutaj #/=2: szacujemy dwa parametry: & i b )

2
Jest to pierwiastek z wariancji resztowej (Sg ).

Nazwa bierze sie od resztv (€;), ktora definiuje sie jako:
roznice pomiedzy wartoscia empiryczna, a wartoscia teoretyczna

cechy zaleinej X
2= J/‘_ — 1.

1 I - I




Pozwala na to wspélezynnik determinacji:
P2 = S! — Sr
S

i3

(1.21)

gdzie S, jest sumaq kwadratow dookola wartosci sredniej

—o? s Z Vi
Sr:Z(.“ff.T) > y= ” :
Mozna tez wyznaczy¢ wspolezynnik korelacji:

r=r (1.22)

2 ; s o -4
Dla §, =0, r=7r"=1mamy 100% odwzorowanie wynikow.

Alternatywny wzor pozwalajacy wyznaczy¢ wspolezynnik korelacji:

N 11 215 R (195
DZst—(Z ) frZ ()

PRZYKLAD 5

Ocena dopasowania funkeji regresji dla danych z przykladu 1.

7 =0,085-x, +1,47 y=3

(1) 2) | 3 | @& (5) (6) ()] (8)

i Yi Xi {,: [..1 i 1'_] {.1' = 1"r } [_,1 T 1_]: (\_1' = {;]:
1 2.0 5

2 25| 13

3 2.5 16 | 2,83 -0,5 -0.33 0,25 0,1089
4 4.0 28 [3,85 1.0 0,15 1,00 0,0225
5 5,0 42 |5,04 2,0 -0,04 4,00 0,0016
6 3.0 | 16 |2.83 0,0 0,17 0,00 | 0,0289
7 2.0 6 (1,98 -1.0 0,02 1.00 0,0004

ragem X X X X X




Wspolczyvnnik zbieinosci

n

i=1
MWspolczynnik determinacji
R*=1-¢" =1-0,024=0976
lub wg innego wzoru

R* =12 =(0,993)" =0,986

Uwaga! Roznice w wartosci wspélezynnika determinacji wynikaja z bledow zaokraglen

na etapie liczenia wspdélczynnikow: zbieinosci i korelacji

Sredni blad szacunku

01787

-0,189

W celu wyrobienia sobie pogladu nt. wielkosci tego bledu odniesiemy go
sredniego poziomu cechy Y:

% «100% = 91 8%x 100% = 6,3%

Uwaga! Nie moina uzy¢ znanego wspolczvnnika zmiennosci (V,) poniewaz srednia

wartosc reszt jest teoretycznie rowna 0. Wystapiloby zatem dzielenie przez zero.

PODSUMOMWANIE (przyvklad 5)
Wszystkie policzone miary dopasowania potwierdzaja bardzo dobre
dopasowanie funkeji regresji do danvch empirycznych.




PRZYKLAD 6
Na zakonczenie wyznaczymy funkcje regresji dla danvych z przykladu 3.
Badaniu poddano tam 400 studentaw. YWezesniej ofrzymalisSmy tam:

n=400 ¥=12,6 y=35 s2=47,04
C(X,Y)=6,33 r, =0,942
Parametry funkcji regresji wynosza:

a= C(X;}' )_ 633 _ 0135
ST 47,04

X

b=F—ax=3,5-0,135%12,6 =1,799

Funkcja regresji w przvkladzie 3 ma postac:

$ =0,135-x +1,799

Dobroc¢ dopasowania do danych empirvcznych mierzona wspalczynnikiem
determinacji wynosi:

R’ =17 =(0,942) =0,887

Powyisza funkcja regresji w 88,7% objasnia ksztaltowanie sie oceny
z egzaminu (Y) w zaleznosci od czasu nauki (X).

WYKORZYSTANIE funkcji regresji do PROGNOZY oceny.
Shichacz o numerze 401 poswiegcil na nauke 20 dni (x,;=20).
Jakiej oceny moze si¢ spodziewac (Srednio) ?

a1 =035 x,,+1,7999=0,135x20+1,799=4,499

Poswiecajac 20 dni na nauke sluchacz moze spodziewac sie (Srednio !!!)
oceny 4,499 czyli ,,db+".




Przypadki odstajace

Pojedyncze nietypowe obserwacje moga wptywaé
znaczgco na przebieg linii regresji, nazywa sie je wtedy
obserwacjami wptywowymi.

Waga
w kg
. y=0.15z + 20
45+ :
/ 0, 188
401 :
35+
30 1%0 11:30 1d=f0 1%0 wzrost
wcem
waga N
WKg y=0,2r4+15
551
501
451
401
351
30 I } I | I | I } I 2 _ ‘
120 130 140 150 160 170 180 190 200 wazrost I"=0,003
wecm
207 y = 0,0052 +41
45¢ '
41
35+
30

120 130 140 150 160 170 180 190 200 wzrost
wem




John Francis Anscombe (1918-2001), statystyk
angielski, podat przyktad 4 par zmiennych = i y, dla
ktérych otrzymujemy takie same wzory na prostag
regresji i taki sam wspotczynnik dopasowania 72, a tylko
dla jednej z tych par model jest wiasciwy. Trzeba
zawsze pamieta¢ o wykonaniu wykreséw rozrzutu!

T Y1 2 Y2 T3 Y3 T4 Ya
10,0 8,04 || 10,0 | 9,14 | 10,0 7,46 8,0 6,58
8,0 6,95 80 | 8,14 8,0 6,77 8,0 5,76
13,0 7,58 || 13,0 | 8,74 || 13,0 | 12,74 8,0 7,71
9,0 8,81 9,0 | 877 9,0 7,11 8,0 8,84
11,0 833 || 11,0 | 9,26 || 11,0 7,81 8,0 8,47
14,0 9,96 || 14,0 | 8,10 || 14,0 8,84 8,0 7,04
6,0 7,24 6,0 | 6,13 6,0 6,08 8,0 5,25
4,0 4,26 40 | 3,10 4,0 539 || 19,0 | 12,50
12,0 | 10,84 || 12,0 | 9,13 || 12,0 8,15 8,0 5,56
7,0 4,82 70 | 7,26 7,0 6,42 8,0 7,91
5,0 5,68 50 | 474 5,0 573 8,0 6,89




REGRESJA WIELOMIANOWA
Czesto nie jest mozliwe przyjecie prostej, jako funkeji odwzorowujacej dane.
Mozna wtedy zastosowac regresje wielomianowa.

y=ay+tax+ax’+. .+ax"+e

Suma bledéw

n
- s " 2 M2 s
S, _Z(J'r‘_ao_av‘f_”:v‘f e O (1.24)
=
Obliczamy kolejne pochodne:
as i 2
i § o __ - - " mn
- __2Z(J'i dy = aX; =X —...—a,x;")
éa, P
és z >
T — - s - s m
1 =2 % (Vi—ay—a%,— 8%~ & ¥T)
Oa} i=1
a n
és B
o me, o 2 m
—L =23 x (Y~ —ax, —a,x] —..~a,x]")
Cﬂm i=1

Po przyréwnaniu do zera ofrzymamy
agn+a,y ¥, +azz.\f o,y x =3y,
g 3 ROy Y Al 3 Xl YA =Y
G X +ay X +a, > X +o+a,> M =3 "xly,

m m+l m+2 2m o,
@ xl+a ) A a4 wa, Yy X=Xy,

Mamy (m + 1) niewiadomych a,, a,, a,, ... .qa,,.

Nalezy rozwiazaé uklad (m + 1) limiowych rownan.

Blad wyznaczamy z nastepujacego wzoru

Gdzie m jest stopniem wielomianu.
Stopien swobody: (m + 1).




e Przyklad 1.5
Wyznacz wielomian drugiego stopma opisujacy dane z tabeli.

X Y,

0.0 2.1
1.0 7.7
2.0 13.6
3.0 272
4.0 40.9
5.0 61.1

Rozwiazanie:
Obliczamy kolejno:

m=2, n=0, x=25, y=25433
6

> x, =15, > ¥, =1526,

> xf=979, Y xy =5856, > x'y,=24888

Uklad rownan liniowych ¥ A

6a, +15a, +55a, =152.6 o

15a, +55a, +255a, = 585.6 1

55a,+225a, +97%a, = 2488.8 A

Po rozwiazaniu 20 :

a, = 2.47857 .
a,=2.35929 AN M
a, =1.86071

Ostateczne rownanie krzywej regresji:

¥y =247857 +2.35929x +1.86071x"




Bledy:

6
8,=>.(y,-¥) =2513.39
=1

5 2

S,=> (yz. —a,—ayx, —ajxf) =3.74657
=1

Odchylenie standardowe

gt APT .,
® n—(m+1) 6—(2+1)

Wspdlezynnik determinacji
2 S,—S, 2513.39-3.74657
S 251339

Wspélezynnik korelacji

=lr? =/0.99851 = 0.99925

=0.99851

e Przyklad 1.6
Dokonaj aproksymacji majac dany zbior danych empirycznych przedstawione w
tabeli (zatrudnienie w przemysle w zaleznosci od dochodu).

X i 100 = °

20 | 120 @ °

12 8.0 g0 -

148 | 764 1 ¢

8.3 17.0 60 =

84 | 213 ] .

3.0 10.0 40 - ®

18 | 125 .

156 | 973 20 4 s °

16.1 | 88.0 { ¢%e © .
115 | 250 o +r1rrrrTT
142 38.6 0 4 8 12 16 20
140 | 473




100 - o 100 =

F® )

a) b)
a) Aproksymacja prosta oraz wielomianami stopnia 2 (kolor niebieski), 3 (kolor
pomaranczowy) oraz 4 (kolor zielony)

b) Aproksymacja funkcja wykladnicza y = ab™. Jak zostaly obliczone parametry
aib.

Jezeli zapiszemy logarytm funkceji
wykladnicze) y = ab” otrzymamy:
logy=loga+xlogh
czyli rownanie prostej
Y = A +xB
Mozemy zastosowa¢ standardowe

dzialania wyznaczajac A =loga oraz
B =logh.

Rownanie prostej x
log y =0.8063+0.0653x 0 2'0

Nalezy sprawdzi¢ czy wspodlezynnik
korelacji jest dostatecznie bliski 1.0.
Bedzie to $wiadezyé o dobrym lub
zlym odwzorowaniu funkeji:

=0.959

rlogj'. X

Ostatecznie funkcja aproksymujaca y=6401x1.162"




UWAGA:

Od nas zalezy jakie funkcje przyjmiemy jako funkcje aproksymujace nasze

dane.

Rozpatrzmy jeszeze raz funkcje: v = ax’

Warto jednak wiedzie¢ jakiego wykresu aproksymujacego mozemy sie

spodziewa¢ dobierajac odpowiednio parametry .

¥y ¥y
bh<l1
0<bh<l
b>1 b>1
Linearyzac] a modelu regresji wielomianowej
y= 1 yU=XV=— y=ae™; u=xv=Igy
a+bx X ’ ’
b 1
y=—2;u=2y=2 y=aeX; u==,v=lgy
a+bx X X

y=algx+b; u=lgx,v=y

y=axb+c; u=lgx,v=Ig(y-c)

y=ax?; u=lgx,v=Igy




Programy komercyjne

Inne mozliwosei dostepne w wielu komercyjnych programach. np. Statistica,

Grapher, Excel, Matlab.

120 =
120 - v -
.1I
100 =
100 =
80 =
80 =
i )
60 = 60 = ®
- 9 [ ]
X
40 | S pa 40 LINEN DL DL D DL I B |
5 6 7 8 6 7 8 9 10

Spline smoothing

Running average 1 Weighted average

Uzycie regresji:

konstruowanie
regresyjnego, czyli

Funkcja ta moze by¢ zadana:

funkcji,

budowa tzw.

modelu

opisujacej jak =zalezy wartosc
oczekiwana zmiennej objasniajacej od zmiennych objasnianych.

nie tylko czystym wzorem matematycznym, ale takze catym
algorytmem, np. w postaci drzewa regresyjnego, sieci
neuronowej, itp. Model konstruuje sie tak, aby jak najlepiej
pasowat do danych z préby, zawierajacej zarowno zmienne
objasniajace, jak i objasniane (tzw. zbidér uczacy).




2. Wyliczanie regresji (stosowanie modelu, scoring)

uzycie wyliczonego modelu do danych w ktérych znamy tylko zmienne
objasniajgce (wejsciowe), w celu wyznaczenia wartosci oczekiwanej
zmiennej objasniane;.

Pytanie: czy wyznaczona prosta prezentuje zaleznosé vy
od r w cate] populac;ji?

Tak, jesli spetnione sg pewne warunki. Podstawowy:
btedy =; powinny mieé rozktad normalny o sredniej 0.
Drugi warunek: test badajgcy istnienie zwigzku
liniowego pomiedzy zmiennymi powinien dawac matg
istotnosc, tzn. mniejsza niz 0,05 czy 0,1. Test ten ma
hipoteze zerowa méwiaca o braku takiego zwiazku. Dla
matych wartosci istotnosci hipoteze taka mozemy
odrzucic.




Nalezy sprawdzic
Adekwatnos¢ funkcji - czy funkcja jest odpowiednia dla badania

ich zmiennych X,Y

Istotnos¢ parametrow funkcji - mowi nam, w jakim stopniu, w
ilu procentach mozna zawierzy¢ ich wiarygodnosci (i czy w ogdle).

Poziomem istotnosci
nazywamy przyjete
prawdopodobiehstwo pomytki
w trakcie oceny istotnosci
parametru

[ a/2 1-a al2
T Werykacja adekwatnoci funkcii:
T test F

Tha na weryfikacja istotnosci
wspotczynnikoéw funkcji obiektu -
test t Studenta .

Weryfikacja adekwatno $ci modelu obiektu

Model obiektu opisuje jego wlasciwosci i zachowanie tylko w przyblizeniu.
Spowodowane jest to niedoktadnoscig wyznaczenia parametréw modelu oraz
nieadekwatnoscig struktury modelu.

Na niedoktadno $¢ wyznaczenia parametrow modelu  majg wptyw
nastepujace czynniki:

- bledy przyjetej metody identyfikacji parametréw modelu,

- bledy obliczen numerycznych,

- bledy danych uzytych do identyfikacji parametrow modelu.

Nieadekwatno §¢ struktury modelu wynika natomiast z trzech czynnikow:
- pominiecia wsérod wielkosci modelujgcych obiekt, czynnikéw istotnych dla
przebiegu zjawisk w obiekcie,

-niewtasciwg specyfikacjg wielkosci modelujgcych obiekt,

-przyjeciem niewtasciwego typu réwnania modelu.




Weryfikacja adekwatnosci modelu

Model obiektu opisuje jego wtasciwosci i zachowanie tylko w
przyblizeniu. Spowodowane jest to:
niedoktadnoscig wyznaczenia parametrow modelu
nieadekwatnoscig struktury modelu.

Na niedoktadno$¢ wyznaczenia parametrow modelu majg wptyw
nastepujace czynniki:

- btedy przyjetej metody identyfikacji parametréow modelu,

- btedy obliczen numerycznych,

- btedy danych uzytych do identyfikacji parametréw modelu.

Weryfikacja adekwatnosci modelu

Nieadekwatnos$¢ struktury modelu wynika natomiast z trzech czynnikéw:

« pominiecia w$rdd wielkosci modelujgcych obiekt, czynnikéw istotnych dla
przebiegu zjawisk w obiekcie,

eniewtasciwg specyfikacjg wielkosci modelujgcych obiekt

* przyjeciem niewtasciwego typu réwnania modelu.




Weryfikacja adekwatnosci modelu

Oceny adekwatnosci modelu dokonuje sie na dwa sposoby:

1)Pierwsza metoda polega obliczeniu wartosci btedu aproksymaciji
wybrang funkcja f i poréwnaniu jej z pewng arbitralnie wybrang wartoscig
dopuszczalng e,. Jesli obliczona wartos¢ btedu e, jest mniejsza od e,
wowczas uznaje sie wyznaczony model za adekwatny.

2)Zastosowanie statystycznego testu istotno $ci — testu F (Snedecora)

Weryfikacja adekwatnosci modelu

Definicje bteddw aproksymaciji:

maksymalny bezwzgledny bigd aproksymaciji: €y — max‘ Yy — j‘“

maksymalny btad wzgledny: &, = ma}{u] -100%
J"‘U

Zb‘en - j‘“h‘)

=1

btad $redniokwadratowy: &, =
n




Testowanie hipotez statystycznych |
Definicje

Hipoteza = sad o zbiorowosci generalnej (populacji) wydany
na podstawie préby statystycznej.

Rodzaje hipOtEZ = parametryczne (o wartosci przecietnej,
o wskazZniku struktury, o wariancji, itp.) oraz nieparametryvczne
(o rozkladzie cechy, o niezaleznosci cech X i Y, itp.).

Hipoteza zerowa (H(]) = hipoteza sprawdzana.

Hipoteza alternatywna (Hl) - hipoteza, ktéra
jesteémy sklonni przyjaé gdy odrzucimy hipoteze zerowsa (Hj).
Test statystyczny = regula postepowania w wyniku ktérej
odrzucimy hipoteze zerowa (Hy).

Rodzaje bledow w testowaniu hipotez

przyiac H(] odrzuci¢ H(]
H[] O.K. . I—rodzaju
prawdziwa 1-o oL

H0 . II—rodzaj u O.K.
falszvwa B 1 - B

o - jest to prawdopodobienstwo popelnienia bledu I-rodzaju i
nazywane jest |gozi0mem istotnosci . Zwykle przyjmuje sie:

Ot=0,05 (uzywane sa réwniez poziomy: 0,1; 0,02; 0,01)

Dobry test: test w ktorym O(NB




Testy parametryczne

Elementarnymi testami sa tutaj nastepujace testy:

1. Testowanie hipotezy o wartosci przecietnej (711) oraz

2. Testowanie hipotezy o wskazniku struktury ().

W celu poréwnywania obu wymienionych parametréw w dwéch
zbiorowosciach stosuje si¢ nastepujace testy (tplko na éwiczeniach):

1. Testowanie hipotezy o rownosci dwoch wartosci przecietnych
(11,=113) oraz

2. Testowanie hipotezy o rownosci dwoch wskaznikow struktury

P1=P2-

Testowanie hipotezy o wartosci przecigtnej (/1)

Z.alozenie: Cecha ma w populacji rozklad normalny N(Hl; Oj
Zalozenie to mozna weryfikowa¢ nieparametrvecznvmi testami
zgodnosci (np. test zgodnosci chi-kwadrat).

Formulowanie hipotez

Hipoteza zerowa (Hj) jest hipoteza ,,0 rownosci” i brzmi:

Hy: m=m,

gdzie M) jest konkretna wartoscia (liczba).
Hipoteza alternatvwna (H;) moze by¢ sformulowana trojako
(najczesciej w zaleznosci od wyniku uzyskanego w probie):

H,: m # mg (albo Hy: m < my albo tez Hy: m > my)

Wybér hipotezy alternatywnej (H;) ma decydujace znaczenie dla
sformulowania obszaru odrzucenia.




Whioskowanie

Jezeli wartos¢ sprawdzianu Tznajdzie sie:

1. w obszarze odrzucenia, to odrzucamy Hi przvimujemy H1.
2. poza obszarem odrzucenia, to nie mamy podstaw do odrzucenia

H,

UWAGA !!! Nigdy nie méwimy o przyjeciu hipotezy H,.

Testy nieparametryczne

Omoéwimy tutaj dwa sposréd wielu testow nieparametrycznych:
1. test niezaleznodci chi-kwadrat (testowanie niezaleznosci cechy X
i cechy Y) oraz
2. test zgodnosci chi-kwadrat (testowanie zgodnosci rozkladu
badanej cechy X z wybranym rozkladem teoretycznym).

Hipotez g statystyczn g nazywamy:
kazde przypuszczenie dotyczgce nieznanego rozktadu badanej cechy populacji, o
prawdziwosci lub fatszywosci ktérego wnioskuje sie na podstawie badanej probki.

Przy weryfikacji hipotez postepuje sie w ten sposéb, ze oprécz weryfikowanej hipotezy
zwanej hipotezg zerowg wyr6znia sie jeszcze inng hipoteze K, ktéra najczesciej wynika z
celu badania statystycznego, zwana hipotezg alternatywna.

W celu weryfikacji hipotezy budujemy funkcje opartg na prébie (najlepiej probie losowej
prostej) 8(Xy,....,X,) Zwan g statystyk g testow a.

Przy pobieraniu r6znych prébek, nawet o tej samej licznosci n — funkcja ta przyjmuje na
0g6t rézne wartosci, z ktorych jedne beda $wiadczyly o prawdziwosci weryfikowanej
hipotezy a inne bedg jg odrzucaty.

Naturalnym zatem jest podzielenie zbioru wszystkich wartosci, ktére moze przyjac¢
statystyka testowa na dwa dopetniajace sie zbiory W i W’, takie ze:

8(X.....X,) € W - hipoteze odrzucamy:
3(Xy,.....Xn) € W’ - hipoteze przyjmujemy.

Zbiér W nazywamy zbiorem krytycznym, za$ zbioér W* zbiorem przyjec.




Weryfikacja adekwatnosci modelu

Testu istotno $ci — test F (Snedecora):
Weryfikacja sie statystycznie hipotezy

H: Ga2 oo,

poprzez porébwnanie wariancje btedéw aproksymacji (wariancje
adekwatnos$ci) 0,2 z wariancjg niedoktadnosci pomiaréw wielkosci
wyjsciowej 2.

Przyjmuje sie nastepujace hipotezy:

1) hipoteza zerowa HO: 0,2 = 02 oznaczajgca, iz model jest adekwatny,

2) hipoteza alternatywna: H1: 0,2 > 02 oznaczajgca, iz model nie jest
adekwatny.

Weryfikacja adekwatnosci modelu

Procedura weryfikacji statystycznej dla jednakowej liczby powtorzen r we
wszystkich uktadach planu eksperymentu jest nastepujgca:

2

a)Oblicza sie warto$¢ funkcji testowej:  F = 3
b)na podstawie rozktadu F (Snedecora) odczytuje sie z tablicy
statystycznej wartosc¢ krytyczng F, , f, , f; odpowiadajgcg zatozonemu
poziomowi ufnosci a.

c) Sprawdza sig warunek F < F_, f, , f, . Jesli warunek jest spetniony
wowczas nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej i przyjmuje sie,
ze model jest adekwatny. W przeciwnym razie prawdziwa jest hipoteza
alternatywna, czyli model nie jest adekwatny.

Stwierdzenie na podstawie jednej z wymienionych metod nieadekwatnosci
modelu obiektu oznacza konieczno$¢ ponownego przeprowadzenia
aproksymacji funkcjg o innej postaci lub zwiekszenie liczby pomiaréw dla
kazdego uktadu planu dos$wiadczenia.




REGRESJA WIELOWYMIAROWA

Regresja wieloraka (1)

Dotychczas rozpatrywalismy tylko dwie zmienne: Yi X.

Czesciej mamy do czynienia z przypadkami w ktérych jest
zmienna losowgq Y oraz k zmiennych X (statych lub losowych).

y =m(x,..x ) =b, +bx +[[+b X

Model regresji liniowej mozna réwniez rozszerzy¢é w inny sposoéb,
wprowadzajgc do niego jako sztucznie stworzone predyktory np. iloczyny
dwéch lub wiekszej liczby zmiennych objasniajgcych. Pozwala to na
uwzglednienie tzw. interakcji pomiedzy zmiennymi, czyli zmiany sity
wplywu jednej ze zmiennych przy réznych wartosciach innej zmiennej.




Regresja wieloraka (2)

Wspotczynnik korelacji wielorakiej:

y; — empiryczna warto$¢ i-tego czynnika wynikowego,

n —ilo$¢ pomiarow,

Yi - wartos¢ srednia i-tego czynnika wynikowego

Y - wartos¢ i-tego czynnika wynikowego obliczona z r. regresiji

Regresja wieloraka (3)

Wspotczynnik R mozna tez obliczy¢ na podstawie:

2 2 _
R= | vz " Tyilyielxz
1-r2
yix
gdzie: 1y, fyp, Iy, — Wspotczynniki korelacii liniowej pomigdzy

poszczegblnymi czynnikami.

Im R blizsze 1 tym wierniejsze odwzorowanie zmiennosci cech
badanych przez liniowa funkcje regresji wielorakiej.




Regresja wieloraka (4)

Wspétczynniki modelu by, ..., b, bedziemy nazywamy czastkowymi
wspotczynnikami regresiji

y; =by +bx,; +II+b X, +e

Kryterium estymacji:

nalezy tak dobra¢ parametry modelu, aby suma kwadratéw
odchylen od modelu byta jak najmniejsza:

s=Zej2 =Z(yj ~by, — by, —D]]E—bkxkj)2 =min

j

lanie istotno $ci regresji wielokrotne]

Qo
b
u )

Hipoteze o nieistotnosci regresji wielokrotnej mozemy zapisac
jako:

Hyb, =b, =[l[=h, =0

jej weryfikacja testem F Fishera-Snedecora.
Sumy kwadratéw odchylen i srednie kwadraty potrzebne do

zweryfikowania hipotezy o istotnosci regresji mogg by¢
wyznaczone z nizej podanych wzoréw:

SS, = 3 B covxy MSﬁ%

ss. :vary—qu covxy MS. = n—SiE—l




Badanie istotnosci regresji wielokrotnej

Hipoteze

odrzucamy gdy

I:R > I:a',k,n—k—l

Odrzucenie hipotezy H, jest rdwnoznaczne z tym, ze
co najmniej jeden wspoiczynnik regresji jest rézny od zera;

tzn. istnieje zwigzek funkcyjny liniowy miedzy zmienng zalezng a
zmiennymi niezaleznymi.

Problem statystyczny:
ktére zmienne niezalezne powinny pozosta¢ w modelu
regresji.

Weryfikacja i stotno $ci wsp 6tczynnik 6w regresji (2)

Charakteryzujac obiekt badan przyjmuje sie okreslong liczbe
zmiennych wejsciowych. Nie ma jednak pewnosci czy wszystkie
zdefiniowane zmienne wejsciowe maja wptyw na dziatanie
obiektu.

Stwierdzenie braku skorelowania okreslonej zmiennej wejsciowej
X, ze zmienng wyjsciowa y umozliwia uproszczenie modelu badar
poprzez usuniecie zmiennej x,.

Dziatanie takie jest uzasadnione gtdwnie ze wzgleddéw
ekonomicznych, gdyz prostszy model oznacza mniejszg ilos¢
sprzetu technicznego nie-zbednego do przeprowadzenia
pomiardw oraz uproszczenie obliczen matematycznych.




Weryfikacja i stotno $ci wsp 6tczynnik 6w regresji (2)

Informacja o wplywie kolejnych wielkosci wejsciowych x, na
wielko$¢ wyjsciowg y jest ukryta w wartosciach wspétczynnikow
funkcji aproksymujacej. Przykfadowo:

jesli wszystkie wspétczynniki przy x, wynoszg zero tzn. a, = a,, =
a,;,= 0 wléwczas mozna stwierdzi¢, ze wielkos¢ wyjsciowa y nie
zalezy od wielkosci wejsciowej x..

Gdyby natomiast wspotczynniki przy x, wynosity: a,, = a;, = 0
oraz a, # 0 wowczas mozna wyciagna¢ wniosek, ze wielkos¢ x,
wptywa na wielkos¢ wyjsciowa, ale tylko liniowo.

Weryfikacja i stotno $ci wsp 6tczynnik 6w regresji (2)

Analiza wspotczynnikdéw funkcji aproksymujacej jest bardzo
istotna dla realizatora badan, ktoéry uzyskuje w ten sposéb istotne
informacje o sposobie dziatania obiektu.

Analiza ta nosi nazwe weryfikacji istotnosci wspoétczynnikéow
funkcji aproksymujacej. Realizowana jest w oparciu o test t-
Studenta oraz ocene wartosci kowariancji wszystkich par
wspotczynnikow {a, a;} funkcji aproksymujacej f( ).

Wykrycie nieistotnych wspdtczynnikow funkcji aproksymujacej na
podstawie testu t-Studenta lub ich wzajemnego skorelowania
(niezerowej wartosci kowariancji) wskazuje na koniecznos¢
uproszczenia modelu. Po wyznaczeniu funkcji aproksymujacej
nalezy ponownie przeprowadzi¢ weryfikacje jej adekwatnosci.
Dopiero pozytywne przejscie tej weryfikacji jest podstawg
eliminacji nieistotnych wspotczynnikdw.
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Problem sprowadza sie do zweryfikowania serii k hipotez
zerowych mowigcych o tym, ze j-ty czastkowy wspodtczynnik
regresji jest réwny zero.

Hipotezy te moga by¢ weryfikowane testem t-Studenta

Weryfikacja hipotez
Ho:b =0
Wyrazenie

vary-> B covxy
5‘52//><1,...><k = n—- k -1

jest oszacowaniem $redniego kwadratu odchylen od regresiji.
Przy prawdziwosci hipotez zerowych tak okreslone statystyki
majg rozktad t-Studenta z liczbg stopni swobody réwng n-k-1




Hipoteze

H,:b =0

bedziemy odrzuca¢, jezeli warto$c¢ statystyki t znajdzie sie w
obszarze krytycznym.

Jezeli zmienne niezalezne sq z sobg powigzane
to oceny istotnosci czastkowych wspoétczynnikéw regresji
nie sq niezalezne.

Problern doboru zmiennych

W przypadku istnienia silnych wspotzaleznosci miedzy
zmiennymi niezaleznymi analizujgc funkcje regresji wielokrotnej
dochodzimy do wniosku, ze jest ona istotna statystycznie
(testem F).

Weryfikujac dalej hipotezy o] istotnosci czastkowych
wspétczynnikow uzyskujemy wartosci testu t Studenta, ktére nie
przecza hipotezom zerowym.

Czyli mamy istotng funkcje regresji ale wszystkie zmienne
(analizowane oddzielnie) sg nieistotne, powinny wiec by¢ usuniete
z modelu.

Zaczynamy od petnego zestawu potencjalnych zmiennych
niezaleznych, a nastepnie kolejno usuwamy z modelu te zmienng
niezalezna, ktérej rola w opisywaniu zaleznosci miedzy zmienng Y
a zmiennymi niezaleznymi jest najmniejsza. Podejscie takie nosi
nazwe regresji krokowej.




Regresja nieliniowa (1)

W wielu przypadkach interesuje nas nieliniowy zwigzek miedzy
zmienng Y a zmienng X

Wiasciwie Estymacje nieliniowg mozemy traktowa¢ jako
uogodlnienie metod liniowych.

W przypadku Estymacji nieliniowej sami decydujemy o okresleniu
natury tego zwigzku; na przykfad mozemy przyjaé, ze zmienna
zalezna ma by¢ funkcja:

logarytmiczng zmiennej niezaleznej (zmiennych niezaleznych)
funkcjg wyktadnicza
funkcja pewnego zatozonego ilorazu zmiennych niezaleznych itd.

Regresa nieliniowa (2)

Wspéiczynniki regresji:

i-ty, czastkowy wspotczynnik regresji opisuje o ile $rednio zmieni sie wartos$c
zmiennej Y przy wzroscie i-tej wartosci zmiennej X o jednostke przy ustalonych
wartosciach pozostatych zmiennych niezaleznych.

W przypadku wiekszosci modeli regresji nieliniowej taka
interpretracja nie jest mozliwa.

Jesli dopuszczamy dowolny typ zaleznosci miedzy zmiennymi
niezaleznymi a zmienng zalezna, pojawiajq sie dwa pytania, po
pierwsze, jakie rodzaje zaleznosci "majg sens", to znaczy, jak
mozna je w znaczacy sposob zinterpretowac?

Zaleznos¢ nieliniowa nie daje sie zwykle tak tatwo zinterpretowad
i zwerbalizowaé. Po drugie, jak dokfadnie obliczy¢ zaleznos¢, to
znaczy jak wywnioskowaé, czy faktycznie wystepuje zaleznosé
nieliniowa taka, jakiej oczekiwali$my?




| Wykorzystanie funkcji regresji do prognozowania

Sluchacz o numerze 8 (przypomnijmy, Ze badanie przeprowadzono dla n=7
studentow) poswiecil na nauke 20 dni (xz=20).

Jakiej oceny moze spodziewac sie (Srednio) przy takim nakladzie czasu na
nauke ?

Ve =0,085 x, +1,47=0,085x20+1,47=317

S8

Poswiecajac 20 dni na nauke sluchacz moze spodziewac sie (srednio !!!)
oceny 3,17 czyli . dst+".

Wsp 6tczynnik determinacji

n 2
D 5%y -7)
2_Li=1l

Fyix

D 62y - 3F
i=1

Wyrazenie to nazywamy wspoétczynnikiem determinacji
r2 0<0; 1>
Informuje:

jaka cz @$¢é zmienno sci catkowitej zmiennej losowej Y zostata
wyja $niona regresj g liniow g wzgledem X.




Weryfikacja hipotezy o istotno  $ci korelacji

Q)

Zatozymy, ze rozktad zmiennych losowych Y i X w populacji generalnej
jest normalny. Na podstawie n - elementowej proby chcemy zweryfikowac
hipoteze, ze zmienne te sg liniowo niezalezne:

Hy:0=0 wobec H:p0#0
Jezeli H, jest prawdziwa, to statystyka:
r
t= ——=n- 2
1-r
ma rozktad t Studenta z liczba stopni swobody v = n - 2.
Hipoteza o istotnosci korelacji moze by¢ takze zweryfikowana poprzez

pordwnanie wyznaczonego wspoiczynnika z préby z wartosciami
krytycznymi wspoétczynnika korelacji wielokrotnej Pearsona.

I" > Ra,k,n—k—l

Weryfikacj a hipotezy o istotno s$ci regresji

Weryfikacji hipotezy o istotnosci regresji testem F Fishera-Snedecora.

Analiza wariancji ma postaé

Zmiennosc¢ df SS M.S |Fem |F,
Regres;ji 1 ooy |MSy | Fr
SS, =2 (%-yf | TR
i=1
Odchylen n-2 SSe MS¢ Faina
Calkowita n-1 S, = Z(yi _ y)z =vary
i=1




Przedziat ufno sci dla warto sci modelu

Dla regresji liniowej statystyka:

(=100 = mx)
Srﬁ(x)

ma rozkfad t Studenta z liczbg stopni swobody n - 2.

Na tej podstawie mozemy wyznaczy¢ przedziat ufnosci dla
wartosci z modelu:

m(X) < m(X) —ta’n_zsm(x) ,ﬁ”I(X) +ta,n—25ﬁ1(x) >




