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� Zmienna losowa X – zmienna, która w wyniku pewnego 
doświadczenia przyjmuje z pewnym prawdopodobieństwem 
wartość z określonego zbioru

� Zmienną losową X – nazywamy dyskretną (skokową), 
jeżeli zbiór wartości zmiennej X jest zbiorem skończonym 
lub przeliczalnym (ciąg liczbowy).

� Zmienną losową X – nazywamy ciągłą, jeżeli zbiór 
wartości zmiennej X można przedstawić jako przedział
liczbowy.

Zmienna losowaZmienna losowa

dr. inż. Sebastian Skoczypiec

� Rozkładem zmiennej losowej skokowej (funkcją rozkładu 
prawdopodobieństwa) nazywamy funkcję prawdopodobieństwa, która 
każdej realizacji zmiennej X przyporządkowuje określone 
prawdopodobieństwo:

� dla pi>=0

� gdzie: P(X=xi) – prawdopodobieństwo, że zmienna X przyjmie wartość xi,   

�

� Dystrybuantą zmiennej losowej X nazywamy funkcję F(x) dla wszystkich 
liczb rzeczywistych o postaci

Zmienna losowa skokowaZmienna losowa skokowa
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� Funkcją gęstości prawdopodobieństwa zmiennej losowej 
ciągłej nazywamy funkcję f(x), określoną na zbiorze liczb 
rzeczywistych, spełniającą warunki:

� dla dla dowolnych a < b

� Dystrybuantą zmiennej losowej X ciągłej nazwyamy funkcję:

Zmienna losowa ciZmienna losowa ciąąggłłaa
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Wprowadzenie Wprowadzenie 

dr. inż. Sebastian Skoczypiec

Korelacja:
rodzaj zależności pomiędzy zmiennymi losowymi, z których każda 
wyznaczona jest przez pewną cechę, ze względu na którą bada 
się dano populację.

Regresja:
sprowadzenie zagadnienia współzależności zmiennych losowych 
do zależności funkcyjnej.

Na podstawie wyników badań doświadczalnych wyznacza się zależność pomiędzy 
zmiennymi losowymi, najczęściej w formie tzw. równania regresji, które przedstawia 
charakter związków pomiędzy czynnikami wejściowymi i wynikowymi.

Z matematycznego punktu widzenia, regresją nazywamy dowolną metodę
statystyczną pozwalającą estymować warunkową wartość oczekiwaną zmiennej 
losowej, zwanej zmienną objaśnianą, dla zadanych wartości innej zmiennej lub 
wektora zmiennych losowych (tzw. zmiennych objaśniających).

WprowadzenieWprowadzenie
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W zapisie formalnym model przybiera postać:

Y = f(X,β) + ε lub Y = f(X+ εX,β) + ε

gdzie: X – wektor zmiennych objaśniających
Y – zmienna objaśniana
β - wektor współczynników regresji
f(X,β) – funkcja regresji
ε, εX - błąd losowy

WprowadzenieWprowadzenie
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Celem konstrukcji modelu jest przybliżenie nieznanej funkcji f 
przez jej estymator. Sprowadza się to do takiego wyznaczenia 
wektora współczynników β, aby zminimalizować w zbiorze 
uczącym funkcję straty.

L(f ,f)  = f(∆(a,b))

Zwykle jako miarę błędów stosuje się sumę kwadratów różnic 
(błędów regresji):

∆(a,b) = ∆(a-b)2

wówczas obliczenia są najprostsze - dopasowanie modelu 
sprowadza się do zastosowania prostej matematycznie metody 
najmniejszych kwadratów (MNK).

WprowadzenieWprowadzenie
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Współczynnik korelacji r nie jest czuły na zależności 
krzywoliniowe.

Gdy zależność między dwoma zmiennymi jest nieliniowa, 
wówczas miara koncentracji wyników pomiarów względem 
krzywej regresji może być tzw. stosunek korelacyjny:

gdzie: k – liczba przedziałów, - wariancja dla j przedziału, 
mj – ilość punktów w j przedziale

Stosunek korelacyjnyStosunek korelacyjny
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Stosunek korelacyjny: określa stosunek pomiędzy dwoma 
zmiennymi, których zależność przyczynowo skutkowa jest 
określona (x zależy od y). 

Jeżeli zależność ta nie jest znana to należy określić ηx|y.

ηx|y = 0: brak koleralcji między badanymi zmiennymi (tzn. brak 
zależności zmiennej y od x)

ηx|y = 1: zależność pomiędzy x i y jest funkcyjna

ηx|y = rx|y: zależność liniowa

Stosunek korelacyjnyStosunek korelacyjny
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Charakter relacjiCharakter relacji
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Współczynnik 
korelacji liniowej

Stosunek 
korelacji

Zależność między 
zmiennymi x i y

rx|y=±1 - funkcyjna liniowa

rx|y=0 ηx|y=1
funkcja 

krzywoliniowa

rx|y=0 ηx|y=0 brak korelacji

rx|y=0 ηx|y<1
korelacja 

krzywoliniowa

rx|y=ηx|y -
dokładna korelacja 

liniowa

|rx|y|>0 ηx|y<1 korelacja liniowa
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Estymacja parametrEstymacja parametróów modelu (2)w modelu (2)

gdzie (yi, xi) oznacza elementy próby losowej. 

εi
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Każdą obserwację empiryczną można zapisać jako:

yi = b + a·xi +εi.

Problem estymacji sprowadza się do wyznaczenia miniumum
funkcji s danej wzorem.

Estymacja parametrEstymacja parametróów modelu (3)w modelu (3)
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Funkcja s jest funkcją dwóch niewiadomych (a i b), aby znaleźć
minimum tej funkcji musimy wyznaczyć pochodne cząstkowe 
funkcji s względem obu niewiadomych:

i przyrównać te pochodne do zera.

Estymacja parametrEstymacja parametróów modelu (4)w modelu (4)
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Otrzymujemy układ równań postaci:

Estymacja parametrEstymacja parametr óów modelu (5)w modelu (5)
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Rozwiązując mamy:

cov xy (kowariancja )  - liczba określająca zależność liniową między zmiennymi losowymi x i y.
var x (wariancja) – miara  zmienności związana ze zróżnicowaniem zbioru
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Użycie regresji:

1.konstruowanie modelu - budowa tzw. modelu 
regresyjnego, czyli funkcji, opisującej jak zależy wartość
oczekiwana zmiennej objaśniającej od zmiennych objaśnianych. 

Funkcja ta może być zadana:

nie tylko czystym wzorem matematycznym, ale także całym 
algorytmem, np. w postaci drzewa regresyjnego, sieci 
neuronowej, itp. Model konstruuje się tak, aby jak najlepiej 
pasował do danych z próby, zawierającej zarówno zmienne 
objaśniające, jak i objaśniane (tzw. zbiór uczący). 

94Metody Prognozowania: Jakość prognoz
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2. Wyliczanie regresji (stosowanie modelu, scoring)

użycie wyliczonego modelu do danych w których znamy tylko zmienne 
objaśniające (wejściowe), w celu wyznaczenia wartości oczekiwanej 
zmiennej objaśnianej.

dr. inż. Sebastian Skoczypiec
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NaleNależży sprawdziy sprawdzićć

1) Adekwatność funkcji - czy funkcja jest odpowiednia dla badania 
ich zmiennych X,Y

2) Istotność parametrów funkcji - mówi nam, w jakim stopniu, w 
ilu procentach można zawierzyć ich wiarygodności (i czy w ogóle).
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Poziomem istotności 
nazywamy przyjęte 
prawdopodobieństwo pomyłki 
w trakcie oceny istotności 
parametru

Werykacja adekwatnoci funkcji:
test F

weryfikacja istotności 
współczynników  funkcji obiektu -
test t Studenta .
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Weryfikacja adekwatno ści modelu obiektu

Model obiektu opisuje jego właściwości i zachowanie tylko w przybliżeniu.
Spowodowane jest to niedokładnością wyznaczenia parametrów modelu oraz
nieadekwatnością struktury modelu.

Na niedokładno ść wyznaczenia parametrów modelu mają wpływ 
następujące czynniki:
- błędy przyjętej metody identyfikacji parametrów modelu,
- błędy obliczeń numerycznych,
- błędy danych użytych do identyfikacji parametrów modelu.

Nieadekwatno ść struktury modelu wynika natomiast z trzech czynników:
- pominięcia wśród wielkości modelujących obiekt, czynników istotnych dla 
przebiegu zjawisk w obiekcie,
-niewłaściwą specyfikacją wielkości modelujących obiekt,
-przyjęciem niewłaściwego typu równania modelu.
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Model obiektu opisuje jego właściwości i zachowanie tylko w 
przybliżeniu. Spowodowane jest to:
• niedokładnością wyznaczenia parametrów modelu
• nieadekwatnością struktury modelu.

Na niedokładność wyznaczenia parametrów modelu mają wpływ 
następujące czynniki:
- błędy przyjętej metody identyfikacji parametrów modelu,
- błędy obliczeń numerycznych,
- błędy danych użytych do identyfikacji parametrów modelu.

Weryfikacja adekwatnosci modelu Weryfikacja adekwatnosci modelu 
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Nieadekwatność struktury modelu wynika natomiast z trzech czynników:

• pominięcia wśród wielkości modelujących obiekt, czynników istotnych dla 
przebiegu zjawisk w obiekcie,

•niewłaściwą specyfikacją wielkości modelujących obiekt

• przyjęciem niewłaściwego typu równania modelu.

Weryfikacja adekwatnosci modelu Weryfikacja adekwatnosci modelu 
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Oceny adekwatności modelu dokonuje się na dwa sposoby:

1)Pierwsza metoda polega obliczeniu wartości błędu aproksymacji 
wybraną funkcją f i porównaniu jej z pewną arbitralnie wybraną wartością
dopuszczalną ed. Jeśli obliczona wartość błędu emax jest mniejsza od ed
wówczas uznaje się wyznaczony model za adekwatny.

2)Zastosowanie statystycznego testu istotno ści – testu F (Snedecora)

Weryfikacja adekwatnosci modelu Weryfikacja adekwatnosci modelu 
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Definicje błędów aproksymacji:

maksymalny bezwzględny błąd aproksymacji:

maksymalny błąd względny:

błąd średniokwadratowy:

Weryfikacja adekwatnosci modelu Weryfikacja adekwatnosci modelu 
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Hipotez ą statystyczn ą nazywamy:
każde przypuszczenie dotyczące nieznanego rozkładu badanej cechy populacji, o 
prawdziwości lub fałszywości którego wnioskuje się na podstawie badanej próbki. 

Przy weryfikacji hipotez postępuje się w ten sposób, że oprócz weryfikowanej hipotezy 
zwanej hipotezą zerową wyróżnia się jeszcze inną hipotezę K, która najczęściej wynika z 
celu badania statystycznego, zwaną hipotezą alternatywną. 

W celu weryfikacji hipotezy budujemy funkcję opartą na próbie (najlepiej próbie losowej 
prostej) δ(X1,....,Xn) zwaną statystyk ą testow ą. 

Przy pobieraniu różnych próbek, nawet o tej samej liczności n – funkcja ta przyjmuje na 
ogół różne wartości, z których jedne będą świadczyły o prawdziwości weryfikowanej 
hipotezy a inne będą ją odrzucały. 

Naturalnym zatem jest podzielenie zbioru wszystkich wartości, które może przyjąć
statystyka testowa na dwa dopełniające się zbiory W i W’, takie że: 

Zbiór W nazywamy zbiorem krytycznym, zaś zbiór W‘ zbiorem przyjęć.
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Testu istotno ści – test F (Snedecora): 
Weryfikacja się statystycznie hipotezy

poprzez porównanie wariancję błędów aproksymacji (wariancję
adekwatności) σa

2 z wariancją niedokładności pomiarów wielkości 
wyjściowej σ2.

Przyjmuje się następujące hipotezy:
1) hipoteza zerowa H0: σa

2 = σ2 oznaczająca, iż model jest adekwatny,
2) hipoteza alternatywna: H1: σa

2 > σ2 oznaczająca, iż model nie jest 
adekwatny.

Weryfikacja adekwatnosci modelu Weryfikacja adekwatnosci modelu 
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Procedura weryfikacji statystycznej dla jednakowej liczby powtórzeń r we 
wszystkich układach planu eksperymentu jest następująca:

a)Oblicza się wartość funkcji testowej: 

b)na podstawie rozkładu F (Snedecora) odczytuje się z tablicy 
statystycznej wartość krytyczną Fα , f2 , f1 odpowiadającą założonemu 
poziomowi ufności α.

c) Sprawdza się warunek F ≤ Fα, f2 , f1 . Jeśli warunek jest spełniony 
wówczas nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej i przyjmuje się, 
że model jest adekwatny. W przeciwnym razie prawdziwa jest hipoteza 
alternatywna, czyli model nie jest adekwatny.

Stwierdzenie na podstawie jednej z wymienionych metod nieadekwatności 
modelu obiektu oznacza konieczność ponownego przeprowadzenia 
aproksymacji funkcją o innej postaci lub zwiększenie liczby pomiarów dla 
każdego układu planu doświadczenia.

Weryfikacja adekwatnosci modelu Weryfikacja adekwatnosci modelu 
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Dotychczas rozpatrywaliśmy tylko dwie zmienne: Y i X. 

Częściej mamy do czynienia z przypadkami w których jest
zmienna losową Y oraz k zmiennych X (stałych lub losowych).

kkk xbxbbxxmy +⋅⋅⋅++== 1101 ),...(

Regresja wieloraka (1)Regresja wieloraka (1)

Model regresji liniowej można również rozszerzyć w inny sposób, 
wprowadzając do niego jako sztucznie stworzone predyktory np. iloczyny 
dwóch lub większej liczby zmiennych objaśniających. Pozwala to na 
uwzględnienie tzw. interakcji pomiędzy zmiennymi, czyli zmiany siły 
wpływu jednej ze zmiennych przy różnych wartościach innej zmiennej.
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Współczynnik korelacji wielorakiej:

Regresja wieloraka (2)Regresja wieloraka (2)
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yi – empiryczna wartość i-tego czynnika wynikowego, 
n – ilość pomiarów, 

- wartość średnia i-tego czynnika wynikowego
- wartość i-tego czynnika wynikowego obliczona z r. regresjiiŷ

iy
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Współczynnik R można też obliczyć na podstawie:

Regresja wieloraka (3)Regresja wieloraka (3)
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gdzie: ry|x, ry|z, rx|z – współczynniki korelacji liniowej pomiędzy 
poszczególnymi czynnikami.

Im R bliższe 1 tym wierniejsze odwzorowanie zmienności cech 
badanych przez liniowa funkcję regresji wielorakiej.
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Współczynniki modelu b1, ..., bk będziemy nazywamy cząstkowymi 
współczynnikami regresji .

Regresja wieloraka (4)Regresja wieloraka (4)
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Kryterium estymacji: 

należy tak dobrać parametry modelu, aby suma kwadratów
odchyleń od modelu była jak najmniejsza:

y b b x b x ej j k kj j= + + ⋅⋅⋅ + +0 1 1

dr. inż. Sebastian Skoczypiec

Hipotezę o nieistotności regresji wielokrotnej możemy zapisać
jako: 

jej weryfikacja testem F Fishera-Snedecora.

Sumy kwadratów odchyleń i średnie kwadraty potrzebne do 
zweryfikowania hipotezy o istotności regresji mogą być
wyznaczone z niżej podanych wzorów:

BadanieBadanie istotnoistotno śścici regresjiregresji wielokrotnejwielokrotnej
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Hipotezę

BadanieBadanie istotnoistotnośścici regresjiregresji wielokrotnejwielokrotnej

H b b bk0 1 2 0: = = ⋅⋅⋅ = =

F FR k n k> − −α , , 1

Odrzucenie hipotezy H0 jest równoznaczne z tym, że
co najmniej jeden współczynnik regresji jest różny od zera;

tzn. istnieje związek funkcyjny liniowy między zmienną zależną a 
zmiennymi niezależnymi.

Problem statystyczny:
które zmienne niezależne powinny pozostać w modelu
regresji.

odrzucamy gdy

dr. inż. Sebastian Skoczypiec

Charakteryzując obiekt badań przyjmuje się określoną liczbę
zmiennych wejściowych. Nie ma jednak pewności czy wszystkie 
zdefiniowane zmienne wejściowe mają wpływ na działanie 
obiektu. 

Stwierdzenie braku skorelowania określonej zmiennej wejściowej 
xk ze zmienną wyjściową y umożliwia uproszczenie modelu badań
poprzez usunięcie zmiennej xk. 

Działanie takie jest uzasadnione głównie ze względów 
ekonomicznych, gdyż prostszy model oznacza mniejszą ilość
sprzętu technicznego nie-zbędnego do przeprowadzenia
pomiarów oraz uproszczenie obliczeń matematycznych.

Weryfikacja iWeryfikacja i stotnostotno śścici wspwsp óółłczynnikczynnik óóww regresjiregresji (2)(2)
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Informacja o wpływie kolejnych wielkości wejściowych xk na 
wielkość wyjściową y jest ukryta w wartościach współczynników 
funkcji aproksymującej. Przykładowo:

jeśli wszystkie współczynniki przy x2 wynoszą zero tzn. a2 = a22 = 
a12= 0 wówczas można stwierdzić, że wielkość wyjściowa y nie 
zależy od wielkości wejściowej x2. 

Gdyby natomiast współczynniki przy x2 wynosiły: a22 = a12 = 0 
oraz a2 ≠ 0 wówczas można wyciągnąć wniosek, że wielkość x2

wpływa na wielkość wyjściową, ale tylko liniowo. 

Weryfikacja iWeryfikacja i stotnostotno śścici wspwsp óółłczynnikczynnik óóww regresjiregresji (2)(2)

dr. inż. Sebastian Skoczypiec

Analiza współczynników funkcji aproksymującej jest bardzo 
istotna dla realizatora badań, który uzyskuje w ten sposób istotne 
informacje o sposobie działania obiektu.

Analiza ta nosi nazwę weryfikacji istotności współczynników 
funkcji aproksymującej. Realizowana jest w oparciu o test t-
Studenta oraz ocenę wartości kowariancji wszystkich par 
współczynników {ai, aj} funkcji aproksymującej f(⋅). 

Wykrycie nieistotnych współczynników funkcji aproksymującej na 
podstawie testu t-Studenta lub ich wzajemnego skorelowania
(niezerowej wartości kowariancji) wskazuje na konieczność
uproszczenia modelu. Po wyznaczeniu funkcji aproksymującej 
należy ponownie przeprowadzić weryfikację jej adekwatności. 
Dopiero pozytywne przejście tej weryfikacji jest podstawą
eliminacji nieistotnych współczynników.

Weryfikacja iWeryfikacja i stotnostotno śścici wspwsp óółłczynnikczynnik óóww regresjiregresji (2)(2)
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Problem sprowadza się do zweryfikowania serii k hipotez
zerowych mówiących o tym, że i-ty cząstkowy współczynnik
regresji jest równy zero.

Hipotezy te mogą być weryfikowane testem t-Studenta

WeryfikacjaWeryfikacja hipotezhipotez o o istotnoistotno śścici czcząąstkowychstkowych
wspwsp óółłczynnikczynnik óóww regresjiregresji

dr. inż. Sebastian Skoczypiec

Wyrażenie

jest oszacowaniem średniego kwadratu odchyleń od regresji.
Przy prawdziwości hipotez zerowych tak określone statystyki
mają rozkład t-Studenta z liczbą stopni swobody równą n-k-1

WeryfikacjaWeryfikacja hipotezhipotez
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Hipotezę

będziemy odrzucać, jeżeli wartość statystyki t znajdzie się w 
obszarze krytycznym.

Jeżeli zmienne niezależne są z sobą powiązane
to oceny istotności cząstkowych współczynników regresji
nie są niezależne.

0:0 =ibH

dr. inż. Sebastian Skoczypiec

W przypadku istnienia silnych współzależności między
zmiennymi niezależnymi analizując funkcję regresji wielokrotnej
dochodzimy do wniosku, że jest ona istotna statystycznie
(testem F). 

Weryfikując dalej hipotezy o istotności cząstkowych
współczynników uzyskujemy wartości testu t Studenta, które nie
przeczą hipotezom zerowym. 

Czyli mamy istotną funkcję regresji ale wszystkie zmienne
(analizowane oddzielnie) są nieistotne, powinny więc być usunięte
z modelu.

Zaczynamy od pełnego zestawu potencjalnych zmiennych
niezależnych, a następnie kolejno usuwamy z modelu tę zmienną
niezależną, której rola w opisywaniu zależności między zmienną Y
a zmiennymi niezależnymi jest najmniejsza. Podejście takie nosi
nazwę regresji krokowej.

Problem Problem doborudoboru zmiennychzmiennych
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W wielu przypadkach interesuje nas nieliniowy związek między
zmienną Y a zmienną X

Właściwie Estymację nieliniową możemy traktować jako 
uogólnienie metod liniowych. 

W przypadku Estymacji nieliniowej sami decydujemy o określeniu 
natury tego związku; na przykład możemy przyjąć, że zmienna 
zależna ma być funkcją:

§ logarytmiczną zmiennej niezależnej (zmiennych niezależnych)
§ funkcją wykładniczą
§ funkcją pewnego założonego ilorazu zmiennych niezależnych itd.

RegresjaRegresja nieliniowa (1)nieliniowa (1)

dr. inż. Sebastian Skoczypiec

Współczynniki regresji:
i-ty, cząstkowy współczynnik regresji opisuje o ile średnio zmieni się wartość
zmiennej Y przy wzroście i-tej wartości zmiennej X o jednostkę przy ustalonych
wartościach pozostałych zmiennych niezależnych.

W przypadku większości modeli regresji nieliniowej taka 
interpretracja nie jest możliwa. 

Jeśli dopuszczamy dowolny typ zależności między zmiennymi 
niezależnymi a zmienną zależną, pojawiają się dwa pytania, po 
pierwsze, jakie rodzaje zależności "mają sens", to znaczy, jak 
można je w znaczący sposób zinterpretować? 

Zależność nieliniowa nie daje się zwykle tak łatwo zinterpretować
i zwerbalizować. Po drugie, jak dokładnie obliczyć zależność, to 
znaczy jak wywnioskować, czy faktycznie występuje zależność
nieliniowa taka, jakiej oczekiwaliśmy?

Regresa nieliniowa (2)Regresa nieliniowa (2)
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Wyrażenie to nazywamy współczynnikiem determinacji .

r2 ∈<0; 1>

Informuje:

jaka cz ęść zmienno ści całkowitej zmiennej losowej Y została 
wyjaśniona regresj ą liniow ą względem X.

WspWsp óółłczynnik determinacjiczynnik determinacji
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Założymy, że rozkład zmiennych losowych Y i X w populacji generalnej 
jest normalny. Na podstawie n - elementowej próby chcemy zweryfikować
hipotezę, że zmienne te są liniowo niezależne:

wobec           

Jeżeli H0 jest prawdziwa, to statystyka:

ma rozkład t Studenta z liczbą stopni swobody v = n – 2.

Hipoteza o istotności korelacji może być także zweryfikowana poprzez 
porównanie wyznaczonego współczynnika z próby z wartościami 
krytycznymi współczynnika korelacji wielokrotnej Pearsona.

Weryfikacja hipotezy o istotnoWeryfikacja hipotezy o istotno śści korelacjici korelacji
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WWeryfikacjeryfikacj aa hipotezyhipotezy o o istotnoistotno śścici regresjiregresji
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Weryfikacji hipotezy o istotności regresji testem F Fishera-Snedecora.

Analiza wariancji ma postać
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Dla regresji liniowej statystyka:

ma rozkład t Studenta z liczbą stopni swobody n - 2.

Na tej podstawie możemy wyznaczyć przedział ufności dla 
wartości z modelu:

PrzedziaPrzedzia łł ufnoufno śści dla wartoci dla warto śści modeluci modelu
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